Chapitre XVIII

EQUATIONS DE
MAXWELL.

Joél SORNETTE vous prie de ne pas utiliser son cours a des fins professionnelles ou commerciales sans autorisation.

XVIII-1 Historique

— Dans Pantiquité, on avait observé que I'ambre (70 #iAexTpov) frottée
attire les objets légers et que I’aimant attire le fer. Au XIiéme siecle, la
boussole nous arrive de Chine.

— Apreés FRANKLIN qui découvre les deux sortes de charges (qu'’il baptise
positive et négative) et CAVENDISH qui développe la notion de conden-
sateur, PRIESTLEY de facon indirecte en 1771 et COULOMB directement
en 1785 découvrent la loi d’interaction en 1/r2, imprégnés qu’ils étaient
de la découverte antérieure de la gravitation universelle par NEWTON
en 1687. GAUSS, POISSON, entre autres, développent 1’électrostatique.

— En 1790, GALVANI est intrigué par les mouvements d’une grenouille
accrochée et tripotée par un clou; en 1796, VOLTA comprend que la
grenouille n’est pas la cause du phénomene et invente la pile électrochi-
mique, en empilant (d’ou le nom de pile) rondelles de cuivre, de fer et
de feutre imprégné de sel. AMPERE, OHM, KIRSCHHOFF, JOULE, entre
autres, développent 1’électrocinétique.

— En 1819, OERSTED découvre qu’une boussole dévie quand on la place
pres d’'un fil parcouru par un courant. BioT, SAVART, WEBER, entre
autres, développent la magnétostatique.

— En 1831, FARADAY découvre l'induction ; en 1885, FOUCAULT découvre
les courants induits dans des masses métalliques. Développements grace,
entre autres, & HENRY, LENZ, NEUMANN, TESLA.

— En 1864, MAXWELL présente les lois d’une théorie unifiée de 1’électro-
magnétisme, affinée plus tard par LORENTZ. En 1885, HERTZ réussit a
émettre et a capter des ondes électromagnétiques prévues par la théorie.

— En 1884, J.J. THOMSON découvre 1’électron et ouvre la voie a la phy-
sique atomique.

— Les équations de MAXWELL posent deux problemes aux physiciens :
la recherche d’un référentiel privilégié ou la vitesse de la lumiere est ¢
(échec de cette recherche conduit EINSTEIN a concevoir la théorie de
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la relativité en 1905) et I'impossibilité énergétique d’une orbite stable
de l’électron autour du noyau (ce qui ameéne BOHR, puis DE BROGLIE,
puis SCHRODINGER & la mécanique quantique).

XVIII-2 Charges et courants

XVIII-2.a Charges

La matiere est constituée d’électrons de charge —e et de noyaux de charges
positives, assemblés en atomes ou molécules neutres et ions des deux signes.
Appelons dg la charge totale contenue dans un volume élémentaire df2. Il
est raisonnable de penser que si 'on divise ce volume en deux, il en est de
méme pour la charge, donc que la charge est proportionnelle au volume & cette
échelle. On introduit donc une charge volumique définie par p = dg/d€2. Plus
prudemment si le milieu contient plusieurs types de charges (électrons libres
et ions métalliques dans un métal ; ions H3O" et OH~ dans I’eau, etc.), on
décompose dgq par types de charges et p aussi :

_ ‘ N _dg
dg =) dg p=>_pi P =10

XVIII-2.b Courants

Supposons une petite région de ’espace ou les charges de type ¢ ont une
densité volumique p; et une vitesse moyenne ?; de module v;. Soit une petite
surface élémentaire orientée d.S de vecteur surface CTS’ (rappelons qu’il est
orthogonal a la surface, orienté dans le sens choisi et de module égal a I’aire de
la surface). Cherchons a calculer la charge dg; (de type i) qui traverse d.S entre
les instants t et t + dt. Pour cela localisons les charges concernées a I'instant
initial £. Leurs trajectoires doit traverser d., elles doivent étre en amont de la
surface a une distance inférieure a v; dt. Elles sont donc (cf figure ci-dessous)
contenues dans un cylindre oblique de base dS et de hauteur v; dt cos. On a
donc :

d0q; = p; dSv;dt cosf = p; F{(ﬁ dt¢

ds
0 5
.cos8.dt
vt
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Si 'on somme sur tous les types de charges, on a :

0q = Zpiw.d—S)dt

. L2 212 . — -

et l'intensité élémentaire est dI = dq/dt = > p; v;.dS.
—
On appelle densité de courant le vecteur 7 =Y p; v;, d'ott dI = 7".dS

Attention : & la différence de la mécanique des fluides, ou toutes les entités
ont pratiquement la méme vitesse et oll I'on peut donc écrire 7 = p v,
c’est trop dangereux ici, car dans la plupart des milieux p est nul (milieu
électriquement neutre) sans que  le soit ; il suffit pour cela qu’il y ait autant
de charges positives que négatives et que les unes aillent dans un sens et les
autres dans ’autre sens.

XVIII-2.c Conservation de la charge

Imaginons un volume €2 divisé en volumes élémentaires d§2 et limité par
une surface fermée X divisée en surfaces élémentaires de vecteurs surfaces (E)
Appelons Q(t) la charge contenue dans € a I'instant ¢. Evaluons de deux fagons
la dérivée temporelle de cette charge.

Premiere approche :

dt dt/// ///de /// ade

Deuxieme approche : % est I'intensité entrant dans 2 donc 'opposé de

I'intensité sortante soit :
- — —
——ﬁj -dE:—/// div j dQ
Q
>

En égalant les deux expressions, on tire :

I (2 ao

Pour que ceci soit vrai quel que soit le domaine €2, il faut que la fonction
a intégrer soit identiquement nulle donc la conservation de la charge peut
s’écrire :

gt+dlv‘7 =0

Il s’agit de la formulation locale (c’est a dire valable en un point, c’est-
a-dire encore en termes de champs) d’une loi macroscopique (Q(t) constant)
exprimée pour un systeme non ponctuel. Nous nous intéresserons assez a cette
dualité de formulation cette année.
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XVIII-3 Force de Lorentz

XVIII-3.a Champ électromagnétique

On pourrait étre tenté de chercher une formule qui remplace la loi de
CouLOMB pour calculer la force qui s’exerce entre deux charges, non plus im-
mobiles, mais en mouvement. C’est déja déraisonnable en physique classique,
puisque cela suppose les interactions instantanées, méme a grande distance;
c’est tout a fait impossible en mécanique relativiste ou le temps n’est plus
absolu. Plutot que dire que la charge 1 exerce une action sur la charge 2,
on préfere dire que la charge 1 modifie ’espace et que la charge 2 interagit
avec l’espace modifié. Pour l'interaction électromagnétique, la déformation
est décrite par un couple de deux champs appelés champ électrique et champ
magnétique. Il faut bien comprendre aussi que ces deux champs forment une
entité indissociable appelée champ électromagnétique. Du reste, en mécanique
relativiste, ce champ est représenté par une matrice 4x4 antisymétrique a six
composantes indépendantes, six comme le couple de deux vecteurs a 3 dimen-
sions.

_
La force F' subie par une charge ¢ animée d’une vitesse v et placée dans
—= —
le champ électrique E et le champ magnétique B est donnée par la formule
suivante et s’appelle force de LORENTZ :

—

F=q(E+7AB)

XVIII-3.b Force et puissance exercées sur un volume élémentaire

Soit un volume élémentaire df2 contenant différents types de charges dg; =
p; A2 animés de vitesses i ; on notera p = Z p; et 7 = Z Di ;. La force
i i

subie par ce volume est alors :

S dF =Y dg(E+ 5 AB)=(pE +7 AB)dQ

— —
d’ot1 le concept de force volumique p E 4+ 7 A B qui se réduit dans la quasi-

—

totalité des cas (milieux électriquement neutres & ’échelle locale) & 7" A B.

De méme la puissance élémentaire est, en remarquant que le produit mixte
avec deux fois le méme vecteur est nul :

SR v =3 dg(E+ o "B =Y dG E v = ;- EdQ

dot . Jumi — =
oll une puissance volumique 7. F

XVIII-3.c L’élément de courant filiforme

—
Un élément de circuit filiforme de longueur vectorielle dl a en fait une

—

section S tres faible mais non nulle ; il est donc limité par un vecteur surface S
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T
=2 Iy
—7 (3}

dal

1

— —
parallele & d. De plus il canalise le courant, donc 7 est parallele & di, notons
donc W leur vecteur unitaire. On notera " = j u et ainsi de suite.L’intensité
est des lors I = 35 S.

La neutralité électrique conduit a une force élémentaire :

—

TABAY=jUABAS=jSATANB=1dAB

On reconnait, bien sur, la force de LAPLACE.

De facon plus générale et pour les mémes raisons, on peut adapter aux
—
circuits filiformes une formule quelconque en remplacant 7 dQ2 par I di.

XVIII-4 Les équations de Maxwell

XVIII-4.a Présentation locale

Outre la force de LORENTZ, les lois de 1’électromagnétisme sont contenues
dans les équations de MAXWELL qui suivent :

RN
divB =0
OB
ot B =22
ot
divE> - r
€0
OF
N
IF{]B = Ko (7‘*’50875)

Les deux premieres sont des propriétés intrinseques du champ électroma-
gnétique et les deux dernieres le lien entre celui-ci et les charges et courants
qui le créent.

o et g9 sont des constantes qui sont liées au choix des unités. Dans le
systeme international, le choix de I’Ampere comme unité d’intensité revient a
choisir py = 471077, On verra un tout petit peu plus loin que la vitesse ¢ de
la lumiére est liée & jug et g par la relation gy g ¢® = 1; comme ¢ ~ 3.10% & un

~9.10°

pour mille pres, on en tire la valeur de g, cela dit c’est surtout
TEQ

qu’il faut retenir.
N
Remarque : Des équations de MAXWELL, on tire p = ggdivE et

1 OF
7 = 10t B — o =
1o ot
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ap N 0
Formons la combinaison — + div'j"; comme les opérateurs div et — com-

mutent et que la divergence d’'un rotationnel est nulle, on trouve 0, c’est a dire
que les équations de MAXWELL sont compatibles avec la conservation de la
—

charge. En fait, MAXWELL a ajouté le terme &g B a la quatrieme équation

pour assurer cette compatibilité. Dans les expériences de 1’époque, ce terme
était négligeable devant ;) (on verra plus loin qu'il s’agit de ce qu'on ap-
pelle le régime quasi-stationnaire) et était donc passé inapergu. Cet ajout a
permis de prédire la possibilité d’ondes électromagnétiques, ondes qui furent
produites vingt ans plus tard par HERTZ ; c’est ainsi que progresse la physique
par d’incessants allers-retours entre expérience et théorie.

XVIII-4.b Présentation intégrale

Bien siir, ce n’est pas sous cette forme élaborée qu’ont été énoncées les
équations de MAXWELL, il s’agit ici de la présentation moderne en termes de
champs, c’est-a-dire une formulation locale. Retrouvons la formulation histo-
rique faisant apparaitre des intégrales de flux ou de circulation.

Partons de la troisieme équation et imaginons une surface fergée 3} orientée
vers 'extérieur, découpée en éléments de vecteurs surfaces dS et limitant
un volume 2 découpé en éléments de volume df2. Le théoréeme de GREEN-
OSTROGRADSKI conduit a :

ﬂﬁ-(fq_/// divﬁdﬂ_l/// pdq = Yint
4 Q € 9) €0

On retrouve le théoreme de GAUSS, mais valable méme en régime non
stationnaire, c’est-a-dire en dehors de I’électrostatique. La troisieme équation
de MAXWELL s’appelle donc aussi équation de MAXWELL-GAUSS.

De la méme fagon, la premiere équation, qui n’a regu aucun nom particu-
lier, conduit a :
- —
B-dS=0
by

donc B est & flux conservatif; on rappelle les deux corollaires : les flux
magnétiques a travers deux surfaces de méme contour, orientées dans le méme
sens, sont identiques; de méme que les deux flux a travers deux sections d’un
méme tube de champ (voir chapitre d’analyse vectorielle).

Partons de la quatrieme équation, dans le cas historique, c’est-a-dire le
régime quasi-stationnaire étudié plus loin ; I’équation se ramene alors a :

— —

rot B = o J

N
Imaginons une courbe fermée orientée I'; découpée en éléments d/ limitant
une surfaces X, orientée par la regle du tire-bouchon et découpée en éléments
—
de vecteurs surfaces dS. Le théoreme de STOKES conduit & :

- — —_— — —
B -dl = // rot B.dS = Mo / j -dS = Ho Tenlacée
I b by
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On retrouve le théoreme d’AMPERE d’ou le nom d’équation de MAXWELL-
AMPERE.

De la méme fagon, la deuxieme équation, avec en plus une permutation de
I'intégrale dans I’espace et de la dérivation dans le temps conduit a :

%E-dl:// rotE.dS:—// —_— :_// B -dS
r s x Ot >

_
Sachant que la force électromotrice e se définit par la circulation de E (voir
plus tard le chapitre sur l'induction) et qu’on reconnait le flux magnétique,

L
c’est-a-dire de B, on retrouve la loi de FARADAY :

APy
dt

@l

e =

La deuxieme équation de MAXWELL s’appelle donc aussi équation de
MAXWELL-FARADAY. Remarquons en outre que le choix de la surface s’ap-
puyant sur I' est parfaitement arbitraire car B est a flux conservatif; ceci
assure une cohérence interne aux équations.

XVIII-5 Aspects énergétiques

XVIII-5.a Remarques préalables

Considérons un condensateur chargé : entre ses plaques regne un champ
électrique et en méme temps, il accumule une énergie (1/2) C U?; il n’est pas
insensé de supposer que la ou regne un champ électrique, il y a de 1’énergie.

Considérons un solénoide parcouru par un courant : il y régne un champ
magnétique et en méme temps, il accumule une énergie (1/2) L I?; il n’est pas
insensé de supposer que la ou regne un champ magnétique, il y a de I’énergie.

Ces deux remarques vont dans le sens de 'existence d’une densité volu-
mique d’énergie qu’on notera u.

Supposons maintenant qu’apres avoir passé brillamment écrits et oraux
des concours, nous nous allongions au soleil d’'une plage de Saint-Tropez :
immanquablement nous serions briilés au troisieme degré au bout d’une heure
de ce régime et regretterions amerement nos cours de physique. C’est donc
que les ondes électromagnétiques émises par le soleil et qui se sont propagées
dans le vide pendant cent cinquante millions de kilomeétres ont transporté de
I’énergie. Nous sommes donc amenés a concevoir l'existence d’'une densité de
courant d’énergie qu’on appellera désormais vecteur de POYNTING et qu’on
notera ﬁ

XVIII-5.b L’équation de POYNTING

_
Si Iénergie électromagnétique se conservait, on aurait entre u et Il la

A . e . . .
méme relation qu’entre p et " pour exprimer la conservation de la charge mais
nous venons de voir que le champ électromagnétique transfere aux charges une
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puissance volumique 7. E'. Si nous reprenons le raisonnement correspondant,
il faut dans la seconde approche ajouter a la puissance sortante (analogue a
I'intensité sortante) la puissance transférée aux charges avec le signe négatif

soit :
—// 7. E dQ
Q

et la suite du raisonnement aboutit alors & :

B
%+divﬁ+7.§:0

—

Reste a identifier u et Il a partir des équations de MAXWELL ; la démarche
heuristique est trop technique pour étre intéressante et nous nous contenterons
de vérifier que :

E’z

conviennent.

Grace aux équations de MAXWELL, on tire :

— —
ou —>87E 1 = 0B —>(1—>—> _’>—1§.r_ot>§

ou_ _FH ~ B2 _F.
ot 0 o e P

Nous admettrons par ailleurs la formule suivante d’analyse vectorielle, aisée
du reste a démontrer a partir des définitions :

div(EAB)=1otE.B — 10t B.E

On aboutit ensuite aisément a la relation de POYNTING :

?:—Fdivﬁ)%—T.E}:O

Comprenons que ’énergie contenue dans un volume élémentaire d§) est
— —
d€ = udQ2 o v = %80 E? + ﬁ B? et que la puissance qui traverse une

L . — - | = 1= .=
surface élémentaire de vecteur surface dS est I1.dS ou II = m E N B.

XVIII-6 Potentiels

XVIII-6.a Existence

Grace au cours d’analyse vectorielle, nous savons que, puisque la divergence
du champ magnétique est nulle, celui-ci est le rotationnel d’'un autre champ

vectoriel. On note donc : R

B=rolA

_
et 'on appelle A potentiel vecteur magnétique, abrévié en pratique en
potentiel vecteur.
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On en déduit :

donc :
— [ = az
t| B+ —
ro ( + 6t>

Un champ de rotationnel nul est le gradient d’un champ scalaire ; 'usage
est de le noter négativement, soit :

—
— A N
E+ — = —gradV
ot~ ©°
ou V s’appelle potentiel scalaire électrique, abrévié en potentiel électrique.
—>
Retenons qu’il existe deux potentiels V et A tel que :

B =r1otA
oA
— —_—
E = —gradV — —
& ot
On fera bien attention au terme —M qui s’ajoute a gradV en dehors de

I’électrostatique.

XVIII-6.b Non-unicité

C0n81der0ns mamtenant un champ scalaire arbitraire f et formons V; =
_— —_——
V —0f/0t et A1 A + grad f et calculons rotAj ; comme le rotationnel d’un
gradient est nul, rotAl — ot A =

Dememe—gradVl 8A1/(9t —gradV—i—grEl)(@f/at)—82/815—8@]’/&:
—gradV 8A/3t

— —

C’est dire que les couples (Vi, A1) et (V, A) définissent le méme champ
électromagnétique : & un champ électromagnétique donné correspondent une
infinité de couples de potentiels possibles.

On peut aller plus loin et imposer aux potentiels une relation qui facilite
les développements ultérieurs, ce n’est pas ’objet de ce programme et nous
nous arréterons la.

XVIII-7 Régimes permanents

Dans ce cas, les dérivées temporelles sont nulles dans toutes les relations
que nous venons de voir.

En particulier, I’équation de conservation de la charge devient divy = 0,
c’est-a-dire que 7 est a flux conservatif. Comme un fil électrique canalise le
courant et fait donc office de tube de champ (on dit aussi ici tube de courant),
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le flux de 7’ (I'intensité électrique, bien siir) est identique en tous les points
du circuit. Certes on le sait depuis longtemps, mais c’en est la justification
profonde.

Dans le reste des équations rencontrées, il y a découplage entre relations
électrostatiques :

rotE = 0
é
divk = L
€0
— —_—
E = —gradV
et relations magnétostatiques :
.=
divB =0
0t B = py 7
B =r1otA

Nous admettrons sans démonstration que ces équations conduisent aux
théoremes étudiés en PCSI : Le calcul des champs s’effectue, si la symétrie
le permet, par les théorémes de GAUSS et d’AMPERE, sinon par intégration
des dg/4megr pour V, puis E par le gradient de V' changé de signe et par
la formule de B1O0T et SAVART pour B. Vous étes bien sir invités & vous
replonger la-dedans.

XVIII-8 Indications sur le cas général

Nous nous contenterons ici d’affirmer sans démonstration, qu’apparaitront
dans les champs créés a 'instant ¢, en un point P par des charges ou courants
situés au point M (et en notant r = || ]\WDH) , la densité de charge ou de courant
calculée en t — r/c, ce qui est caractéristique d’un phénomene propagatif a la
vitesse c¢. Nous en verrons un exemple dans un chapitre ultérieur traitant du
rayonnement d’un dipoéle oscillant.

XVIII-9 Approximation des régimes quasi-stationnaires

XVIII-9.a Définition et conséquences

L’approximation des régimes quasi-stationnaires se définit par le fait que
_>
g0 OF /Ot est négligeable devant * donc qu’on peut faire ’approximation :

o T

On a deja vu que le théoréme d’ AMPERE est alors valable. Si nous prenons
la divergence de la derniére relation et puisque la divergence d’un rotationnel
est nulle, on en déduit que 7 est & divergence nulle; 14 encore la conséquence
est que 'intensité est la méme en tout point d’un circuit a un instant donné.
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Remarquons qu’on retrouve les lois de la magnétostatique :
.=
divB =0
—_
rotB = o 7
B =1otA

En particulier la formule de BIOT et SAVART reste valable a un instant
donné; par exemple le lien entre intensité et champ magnétique dans un
solénoide est le méme en continu et en quasi-stationnaire.

Par contre, les lois de I’électrostatique ne sont plus valables : nous verrons
comment gérer cette situation dans un chapitre ultérieur consacré a l’'induc-
tion.

XVIII-9.b Critére de validité

Par chance, il y a un moyen tres simple de savoir a priori si l’on est ou non
dans le cadre de 'approximation : il suffit que le remplacement de I par I(t)
dans la formule de BIOT et SAVART ne soit pas incompatible avec le fait que
doit figurer t —r/c au lieu de t, donc que r/c soit négligeable. Négligeable, oui
mais. .. devant quoi ? Par exemple en sinusoidal devant la période T', donc que
r = ||]\W3H soit négligeable devant ¢T = A, en réintroduisant une notion de
physique des phénomenes propagatifs sinusoidaux. M désignant un des points
ou se trouve charges ou courants et P un des points oli ’on calcule les champs,
ceci n’est possible que si I’on renonce a calculer les champs dans tout 1’espace
(r pourrait alors étre arbitrairement grand) pour se limiter & un laboratoire,
voire une paillasse ou 'on trouve a la fois les points M et les points P

Fixons un ordre de grandeur : pour une paillasse de plus gande dimension
Tmae = 3m; on veut ¢T > Tpmae, soit avec ¢ = 3.10%m.s™, T > 1078,
disons T > 107%s soit f < 10°Hz = 1MHz. 1l se trouve que les générateurs
basse-fréquence des TP ne montent justement pas beaucoup plus haut que 1
MHz, donc, en TP, on est dans le cadre de 'approximation quasi-stationnaire.
Tant mieux!



